Osnovne formule iz Matematike 11

Dio tablica integrala.

uaJrl 1
L. /u“du: +C,a+#—1. 7. / 5—du = —ctgu + C.
a+1 sm U )
du u’ u
2. /u_ldu:/;:/gdx:ln|u|+0. 8. /u2+a2 —aaTCtga‘FC'
a® u—a
3. /a du ln|a]+c’/e du=¢e"+ C. u2—a2 u+a +
U
4. /sindu:—cosu—i—C’. 10. /m:arcsma+(§’.
: du
5. /cosdu:smu—l—C. 11'/ —Inlu+ V2 +al+C.
1 Vu?+a | |
6./ ;—du=tgu+C.
cos? u

Newton-Leibnizova formula.

/abf(u)du: /f(u)duz

Osobine odredenih integrala.

= F(u)|, = F(b) = F(a), gdje je F'(u) = f(u).
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: /abcf(:c)da: =c /ab f(x)dx

Smjena promjenjivih u odredenom integralu.
b pu— pu— = pu—
/ fla)de = = p(t) r=a=a=pla)=>t=a

de=¢'(t)dt z=b=>b=9(pf)=t=p
+00 b b b
Nepravi integrali. / f(x)dz = blim / f(x)dz, / f(x)dz = Erp f(x)dz,...

ot

b
Racunanje povrsine ravne figure. U zavisnosti od izgleda slike: P = / f(z)dx, P = / y)dy,
/f )dz, P = / )dz, P = / »dy, .

Zapremina rotacionog tijela. Ako, kriva data u parametarskom obliku C' : {
t1

= 7(t)

= u(t) rotira
<t <t

oko x-ose, zapremine se racuna po formuli

Vo= [ IR (@)l

¢
Ista kriva ako rotira oko y-ose, V, = 7T/ : [n(t)]?| (t)|dt. 1z ove dvije formule, za funkcije y = f(z) i
t1

r = g(y), slijedi V,, = 7T/b [f(2)Pdz iV, = W/cd [g(y)]*dy.

a



x
Duzina luka krive. C': Y

C:{5;x<b’€_/\/ﬁdx 1{ ;yg(gy)d%: L+ [g'(y)dy;

Cc

Komplanacija obrtne povrsi. Povrsina omotaca tijela dobijenog rotacijom krive

z = n(t)
C : y = pu(t) , oko z-ose, se racuna po formuli: P = 27 /\u(t)| \/[77’(25)]2 + [/ (t)]2]dt;
hh <t<t

O:{f;;fib, _zﬁ/\f IRVA

Funkcije dvije nazavisno promjenjive.

0 A —
Parcijalni izvodi f-ja viSe pomjenjivih. z = f(z,y), 2, © = lim fle+ Azy) = f@.y)
(9$ Az—0 Ax
. o e e ou ou Ou
Diferenciranje funkcija vise promjenjivih. u = f(z,y, 2), du = a—d x4+ a—d Y+ a—dz
z

Diferenciranje sloZzenih funkcija. ...

Parcijalni izvodi viSeg reda slozenih funkcija. ...
Ekstremne vrijednosti f-ja dvije promjenjive.
Uslovni ekstremi f-ja dvije promjenjive.

Jednacina tangentne ravni i jednac¢ina normale na povrs. Ako je S u obliku F(z,y,2) =0

a: F (0,10, 20)(x — o) + F, (20, Y0, 20) (Y — %0) + FL(0, %0, 20)(2 — 20) = 0

T — Zg B Y—"%Y . 2= 20

Fé(l‘myOaZO) Fé(x07y0720) Fé(l’07y0720)

Dvojni integrali.

b [ h(z)

b h(z)
[ faw) = [de [ flay)a /'/fxyw dz,
D a g(z)

a

(ﬁﬂam=7@7ﬁmwm:j 7ﬁmwud%.
D S [€) ¢

n(y)

Smjena promjenjivih u dvojnim integralima. Za prelazak sa pravougaonih na polarne
x = rcos(p)

koordinate koristimo smjene y =rsin(p) , poopstene plarne koordinate su oblika
daxdy = rdrde
x =arcos(yp), (a>0) z =n(u,v)
y =brsin(e), (b>0) , a za proizvoljne smjene y = p(u,v) , gdje je J Jakobijan,
dedy = abrdrdy dzdy = |J|dudv
7= 6
ou 0

Trojni integrali. ...



Racunanje trojnih integrala uvodenjem cilindri¢nih i sfernih koordinata.

AZ

x = rcos(p)
y = rsin(p) ’ M(x’y’z)
z=1z

dxdydz = rdrdedz

Na cilindri¢ne koordinate prelazimo pomocu , opis tacke je

AZ

(x)}/:z)
Za prelazak sa pravougaonih na sferne koordinate koristimo

L x = rsin(p) cos(6)

Vi y = rsin(p) sin(6)

— sljedec¢e smjene ,

RN 2= reos(y)

(. ) dzdydz = r?sin(¢)drdedd
X X,Y,0 o o

(opis tacke je prikazan na slici lijevo).

Primjena dvostrukih integrala.

:/ dady. (b) V:/ f(z,y)dzdy.
D D
Primjena trostrukih integrala. (a) V = // dxdydz.

)
1 1 1
(b) T(xp,yr, 27), 7 = v /// xdaxdydz, yr = v /// ydedydz, zr = v /// zdaxdydz.
O Q O

Krivoliniski integral prve vrste (po luku).

x—n
c:{ /fxym—/f () + (1))t

t1<t<t2

C: { ayg_a}f(g)b , /z(x,y)ds = /z(x,f(x)) 14 (f'(x))?dz.

C a

Primjena krivoliniskog integrala prve vrste - Racunanje povrsine cilindricne povrsi.

F(zx,y) =0
C: { 7 ., P= [ z(z,y)ds.
2= C/

Krivoliniski integral druge vrste (po koordinatama).

T = 77( ) to
¢ { y = nlt) /P r,y)dr + Qz, y)dy = /{P(n(t),u(t»n’(t) + Q1) p() W (1)]dt.

t <t <ty P
¢ { ay<_5gf(< b /P z,y)dr + Q(z, y)dy = /[P<x,f<x)) + Q(x, f(2))f (2)]dz.

a
Krivoliniski integral druge vrste ovisi 0o smjeru puta integracije.

Formula Greena.

/nydx—l—@xydy—//(w—alD)dxdy.

Primjena krivoliniskog integrala druge vrste - Racunanje povrsine ravne figure.

1
Pzi/xdy—ydx.
c

Nezavisnost krivoliniskog integrala od vrste konture. Odredivanje primitivnih funkcija.
0Q 0P ou ou

s % = aiy, . du(ﬂj,y) a—dl’ + aﬁdy,



Povrsinski integral prve vrste.

o S B on\*  (on)

D projekcija od S: z = n(z,y) na 20y - é/f(x,y,z)ds = é/ flzy,n(z,y))\ |1+ (83:) + <8y> daxdy.
ou 2 o ?

E projekcija od S: y = p(z, 2) na 20z - é/f(x,y,z)ds = é/ flo,p(z, 2),2)\| 1+ (833) + (02) dzdz.

o\ (v
F projekcija od S: x = y(y, z) na y0z - //f(x,y,z)dS = //f(v(y, z),y,z)J 1+ <8;> + ((,91) dydz.
S F

Povrsinski integral druge vrste.
Ako je integral oblika // P(z,y,2)dydz + Q(z,y, z)dzdz + R(x,y, z)dzdy obitno ga podjelimo na tri

S
dijela // P(z,y, z)dydz, //Q(x,y,z)dxdz, / R(z,y, z)dxdy. Neka je 11 = (cos , cos 3, cos~y) vektor

normalse na povrsinu S, gdje su «, 517 uglosi koje vektor normale zaklapa sa x, y i z osom. Tada
Stx=n(y,z),
neka je D projekcija od S na y0z ravan,
neka je o ugao koji vektor
normale na S zaklapa sa z-osom,
vrijednost za £ zavisi od cos(a) (cos(a) > 0 stavljamo +, za cos(«) < 0 stavljamo -, a za cos(a) =0
imamo I; = 0). Slicno za I i I3

S D

Sy =p(x,2),
_ _ |neka je E projekcija od S na x0z ravan,| //
Iz = //Q(m,y, 2)dzdz = neka je 5 ugao koji vektor =+ [] @, u(z, 2), z)dwdz.
s E
normale na S zaklapa sa y-osom,
S:z=46(x,y),
neka je F' projekcija od S na x0y ravan,
neka je v ugao koji vektor
normale na S zaklapa sa z-osom,

I zé R(z,y,z)drdy = = il/ R(z,y,6(z,y))dzdy.

Primjena povrsinskog integrala prve vrste - Izracunavanje povrsine dijela glatke povrsi.

2 2
P= // ds = // \l 14 (gﬁ) + <g77> dzdy, gdje je D projekcija od S: z = n(z,y) na x0y ravan.
T Y
S D

Stoksova formula. ...

Formula Gauss-Ostrogradski.

/ P(z,y,2)dydz + Q(z,y, z)dzdz + R(x,y, z)dzdy = /// <8P (%2 66}%) dzdydz
z
Integrali ovisni o parametru.
b(ce) b(a)
He)= | Tl@a)de = I'(a) = /( | folz, @)dx + b(a) f(b(a), @) — d'(e) f(a(@), ).

b
Ako granice a i b ne zavise od « tada I'(a) = /f(;(x, a)dz.

Vektorska teorija polja. ...
Cirkulacija i fluks vektorskog polja.
C = /Udf’: /vxdx + v,dy + v.dz.

Cc

o — / / 7ds = / / vedydz + vydadz + vdadz.



